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kを標数 0の体; B を k上有限生成可換整域 とする:本論文では; B がDanielewski曲面という特別な曲
面を定める必要十分条件について考えた:ここで B が Danielewski曲面を定めるとは;
B = k[x1; x2; y]=(x1x2   '(y)) (9'(y) 2 k[y]nk)
を満たすときにいう:以下では簡単に B は Danielewski曲面であるという:
1 l.n.d.
まず; Danielewski曲面について調べる上で有用な局所べき零微分の定義を述べる:
定義 1. 写像 D : B → B が B 上の微分 (derivation)であるとは; D が次の２つの条件を満たす時にいう:
1. 任意の a; b 2 B に対して　 D(a+ b) = D(a) +D(b)
2. 任意の a; b 2 B に対して　 D(ab) = aD(b) + bD(a)
さらに微分 D : B → B が 次の条件
3. 任意の b 2 Bに対して自然数 n が存在して Dn(b) = 0
を満たすとき,D を B 上の局所べき零微分 (locally nilpotent derivation) という: 以下では, 簡単に
l.n.d.と表す.また D = 0(零写像)のとき、Dを自明な l.n.d.という:
B 上の微分 Dについて; D(B) = fD(b)jb 2 Bgと表す:
定義 2. D(B)  aB をみたす単元でない元 a 2 B が存在しないとき; D は既約 (irreducible)であるという:
定義 3. B 上の微分 Dについて
D(s) = 1をみたす s 2 B を D のスライス (slice)という:
定義 4. B = k[x1; x2; y]=(x1x2   '(y)) (9'(y) 2 k[y]nk)となるとき
B はDanielewski 曲面を定めるといい、以後、単に B はDanielewski 曲面であるという。
したがって 2変数多項式環は Danielewski曲面である。
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1.1 l.n.d.の基本的な性質
以下では; B の単元のなす乗法群を B; B の商体をFrac(B); D の核 kerD = fb 2 BjD(b) = 0g を BD
で表す: また; A  B が整域であるとき; tr:degA(B) で Frac(A) 上の Frac(B) の超越次数を表す. 特
に,tr:degk(B)で k 上のFrac(B)の超越次数を表す. さらにs : B → B を;
s(b) =
X
i=0
( 1)i
i!
Di(b)si
で定義される写像とする:ただし、s 2 B は D のスライスとする:
補題 5. B 上の l:n:d:D について、以下が成り立つ:
(i) BDは B の inertな部分環である;すなわち任意の a; b 2 Bnf0gに対して ab 2 BDならば a; b 2 BDと
なる:
また; B = (BD)  BD:
(ii) B が素元分解整域ならば BDも素元分解整域である:また BDは B の代数的に閉じている部分環である:
(iii) D(r) 2 BDnf0gをみたす元 r 2 B が存在する:(この r を Dの local sliceという)
(iv) f 2 B について D(f) 2 fB となれば; D(f) = 0である:
(v) f 2 Bnf0gについて; fD が l:n:d:となる, f 2 BDである:
(vi) D がスライス sをもつならば; B = BD[s] = (BD)[1]となる:よって; tr:degBD (B) = 1が成り立つ:
2 Danielewski 曲面
次の二つの定理は D.Daigleの結果である。
定理 6. ([1]; Thm: 2:5) D1; D2を B 上の l:n:d:とする:このとき、B が Danielewski曲面であるための必要
十分条件は、B の元 y が存在して y;D1; D2が次の条件を満たすことである:
(i) BD1 6= BD2
(ii) 各 i = 1; 2に対して; BDi = k[1]かつ Di(y) 2 BDinf0g
定理 7. (D:Daigle [1]) B : k 上有限生成な素元分解整域で、tr:degk(B) = 2であるとする。
このとき、B 上に既約な l:n:d:D で BD = k[D(y)] = k[1] (9y 2 B)
となるものが存在するとき、B は Danielewski曲面である。
さらに、k が代数的閉体のときは次が成り立つ。
命題 8. k :代数的閉体; B：tr:degk(B) = 2である k 上有限生成な UFD;B = kとする。
もし B 上に自明でない l:n:d: D : B → B が存在すれば; B は 2変数多項式環となる
これは、以下に述べる２つの補題を用いて示すことができる。
補題 9. k :代数的閉体とする:B が k 上有限生成な UFD で tr:degk(B) = 1かつ
B = kであれば; B = k[1]である:
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補題 10. k :標数 0の代数的閉体とする:B が k 上の UFD で tr:degk(B) = 2ならば
B 上の任意の既約な l:n:d:はスライスをもつ:
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